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Zusammenfassung—Es werden kritische Ziind- und Léschvorginge bei der Verbrennung eines in
turbulenter Atmosphire schwebenden fliissigen Trépfchens mathematisch diskutiert. Die analytisch—
numerische Untersuchung ist mit Hilfe der programmgesteuerten Rechenanlage IBM 650 durch-
gefithrt worden.

Bei dem verwendeten Modell wird angenommen, dass die homogene Reaktion in einer diinnen,
relativ zum Tropfchen ruhenden Zone stattfindet und dass die Reaktanten stark mit Inertgas verdiinnt
sind, so dass der konvektive Austausch (Stefanstrom) zu vernachldssigen ist. Der Ablauf der Reaktion
wird quasistationédr behandelt. Bei den kritischen Ziind- und Léschvorgédngen handelt es sich um ein
Stabilitdtsproblem. Der Einfluss der zehn Grundkonstanten auf den Reaktionsverlauf insbesondere
wihrend der Induktionsperiode, und auf den Ziindvorgang, wird diskutiert. Zur Erfassung des kon-

vektiven Austausches wird ein Iterationsverfahren kurz beschrieben.

Apnroramua—MareMaTuieckn 06CYAAIOTCA KpaliHiie MPOLECCHl BOCILIAMEHEHNA U BaTYXAHUHA
MpH FOPEHUHN FUIKOIL KATlIH, B3BEIIeHHO’ B Ty pOyIeHTHOM NOTOKe. AHAIMTHYeCKO-YHCIEHHEE
MCCIIeAOBAHMA BHIIOIHAINCH, € IIOMOUIBI0 NPOTPAMMHOIO BBIMICIHTEIBHOI'O YCTPOHCTBA
IBM 650.

B npunsToil Mojeanm mpepmoiaranochk, YTO FOMOTEHHAA PEAKIUA MMEEeT MeCTO B TOHKOIL
30HE, MOKOIOIIEIHCA OTHOCHTENBHO KAMJM, M YTO PEAreHTHl HACTOJNBLKO CHILHO DasbaBileHHl
UHEPTHEIM T'a30M, YTO KOHBEKTUBHBIM 00MeHOM (CTedaHOBCKMM ITOTOKOM) MOKHO IpeHeGpedb.
X0l peakluHM paccMaTPHUBAeTCA KaK KBA3MCTAIlMOHADHEHIT. B Kpaiiuux mpomeccax Bocmia-
MEHEHMA M B3aTYXaHHA Pedb HAET 0 npobiaeme crabunbHocTH. OfcympaercA niausHume 10
OCHOBHBIX KOHCTAHT HA XO/[ peanuuH, B 0CO0EHHOCTH B TedeHIle HHAYKIMOHHOTO IIepHoja,
H Ha upomecc pocmiaaMmeHenua. J[nA yuyéra KOHBEKTHMBHOTO O0MeHA KPATKO OIICHIBAETCA

UTEPANMOHHEIT METOST.

Abstract—Critical ignition and extinction processes in the burning of a liquid droplet floating in a
turbulent atmosphere are mathematically discussed. The analytical-numerical investigation was
carried out with the aid of the program-controlled computer IBM 650.

In the case of the model employed it is assumed that the homogeneous reaction takes place in a
narrow zone at rest in relation to the droplet and that the reactants are highly diluted with inert gas, so
that the convective exchange (Stefan flow) can be neglected. The course of reaction is treated in a quasi
stationary manner. The critical ignition and extinction processes are stability problems. The influence
of the ten basic constants on the course of reaction, especially during the induction period, and on the
ignition process, is discussed. For taking the convective exchange into account an iteration process is

briefly described.

Résumé—Les processus d’inflammation et d’extinction critiques dans la combustion d’une gouttelette
liguide en suspension dans une atmosphére turbulente sont étudiés mathématiquement. La recherche
numérique-analytique a été faite a I'aide d’une machine IBM 650 & programme controlé.

Dans le cas du modéle utilisé, on suppose que la réaction homogéne se fait dans une zone étroite au
repos par rapport a la gouttelette et que les reactants sont trés dilués dans le gaz inerte de sorte que
I’échange par convection (Stefan flow) peut étre négligé. Le cours de la réaction est traitée de fagon
quasi-stationnaire. Les processus d’inflammation et d’extinction critiques sont des problémes de
stabilité. L’influence des 10 constantes de base sur la réaction, particuliérement pendant la période
d’induction et sur le processus d’inflammation, est discutée. Un procédé d’itération est décrit brieve-

ment pour tenir compte de I'échange par convection.

* Erweiterte Fassung eines Referates bei der internen Sitzung des Fachausschusses ‘““Technische Reaktions-
filhrung” der Verfahrenstechnischen Gesellschaft im Ver. dtsch. Ing. am 8. 9. 1959 in Hannover.
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AUFSTELLUNG DER VERWENDETEN ZEICHEN
Physikalische und dimensionslose Grdssen

4,

B,
¢,

a?

Nui:
Nu,,
D,
DPr»
Digs

D205
q,

qmax,

Qs

dimensionslose reaktionskinetische Kon-
stante;

dimensionslose Aktivierungsenergie;
spezifische Wirme des fliissigen Brenn-
stoffs;

dimensionslose verdampfungskinetische
Konstante;

Diffusionskoeffizient der k-ten Gaskom-
ponente;
Aktivierungsenergie
Reaktion;
Oberfliche des fliissigen Tropfchens;
erste dimensionslose kalorische Kon-
stante;

molare Enthalpie des Gasgemischs;
zweite dimensionslose kalorische Kon-

der chemischen

stante;

dimensionslose =~ Wirmeleistung  der
chemischen Reaktion;

Hiufigkeitsfaktor der Reaktionsge-
schwindigkeit;

dimensionslose verdampfungskinetische
Konstante;

Molekulargewicht des Brennstoffdamp-
fes;

Nusselt-Zahl des Wirmeaustausches mit
der Aussenatmosphire;

Nusselt-Zahl 2. Art des Stoffaustausches
mit der Aussenatmosphire;
Nusselt-Zahl der Verdampfung;
Nusselt-Zahl 2. Art der Verdampfung;
Totaldruck der Gasphase;

Partialdruck der k-ten Gaskomponente;
Gleichgewichts-Partialdruck des Brenn-
stoffdampfes bei der Temperatur des
fliissigen Tropfchens;
Sauerstoff-Partialdruck in der Aussen-
atmosphire;

Iterationsparameter;

die obere Iterationsgrenze;

molare Stromdichte der k-ten Gaskom-
ponente;

Energiestromdichte;

Wirmeténung der thermischen Reak-
tion (korrespondierend mit stochio-
metrischen Koeffizienten v,);

molare Verdampfungswirme des fliis-
sigen Brennstoffs;

Y

Zrs

Vs

Viey

Abstand vom Mittelpunkt des Tropf-
chens;

universelle Gaskonstante;

Aussenradius der Reaktionszone;
Radius des Tropfchens;

Anfangsradius des Tropfchens;

Zeit;

absolute Temperatur in der Reaktions-
zone;

absolute Temperatur der Aussenatmos-
phére;

absolute Temperatur des Tropfchens;
absolute Temperatur des Tropfchens zu
Beginn der Reaktion;

absolute Siedetemperatur des fliissigen
Brennstoffs;

Reaktionsgeschwindigkeit;

Volumen des Tropfchens;

molare Stromdichte des Gasgemisches;
dimensionsloser Abstand vom Mittel-
punkt des Tropfchens (Ortsargument);
dimensionsloser Tropfchenradius;
Anfangswert des dimensionslosen Tropf-
chenradius;

dimensionslose Temperatur in der Reak-
tionszone;

dimensionslose Tropfchentemperatur;
Anfangswert der dimensionslosen Tropf-
chentemperatur;

dimensionslose  Siedetemperatur
fliissigen Brennstoffs;
dimensionsloser Partialdruck der k-ten
Gaskomponente;

dimensionsloser Gleichgewichts-Partial-
druck des Brennstoffdampfes bei der
Temperatur des fliissigen Brennstoffs;
dimensionsloser Totaldruck;
dimensionsloser Sauerstoff-Partialdruck
in der Aussenatmosphire;
Wirmelibergangskoeflizienten;
druckbezogener Stoffiibergangskoeffizi-
ent der Verdampfung;

druckbezogener Stoffiibergangskoeffizi-
ent der k-ten Gaskomponente an der
Aussengrenze der Reaktionszone;
stochiometrischer Koeffizient der k-ten
Gaskomponente (fiir Ausgangsstoffe—
negativ);

des

v = X, algebraische Summe der stdchio-

metrischen Koeffizienten;
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p,  Dichte des fliissigen Brennstoffs;

r,  dimensionslose Zeitvariable;

¢, dimensionslose Reaktionsgeschwindig-
keit.

Indizes
k, Stoffindex: 1—Brennstoffdampf, 2—
Sauerstoff, 3—Verbrennungsprodukt;
a, Aussengrenze der Reaktionszone;
i, Innengrenze der Reaktionszone.

Differentialoperationen

d( )/dx = ( ), Ableitung nach dem dimen-
sionslosen Ortsargument;

d( )/dr = ("), Ableitung nach dem dimen-
sionslosen Zeitargument;

o2 2 0
R
r" I o | Laplace-Operator
& 2 8 (Kugelsymmetrie).
Am = 2.2 + -5
ox X ox

1. PHYSIKALISCHE VORAUSSETZUNGEN
Das Wesen der kritischen Ziind- und Loscher-
scheinungen bei heterogenen exothermen Reak-
tionen ist in mehreren theoretischen Arbeiten
mathematisch behandelt worden [1]. Es zeigte
sich, dass diese Erscheinungen mit den dhnlichen
Phinomenen der Explosion und der Ausléschung
einer chemischen Reaktion in einem homogenen
Reaktionsgemisch eng verwandt sind. Der
wesentliche Unterschied zwischen diesen beiden
Erscheinungsgruppen besteht darin, dass die
kritischen Vorginge bei heterogenen Reak-
tionen in weit stirkerem Masse durch die Stoff-
und Wirmeiibertragung gepridgt werden, als es
bei homogenen Umsetzungen der Fall ist.

Der Verbrennungsvorgang an einem einzelnen
schwebenden Brennstofftrépfchen vereinigt in
sich Merkmale beider Reaktionstypen, da es sich
zwar um eine homogene Gasreaktion handelt,
deren Ablauf jedoch durch den Stoff- und
Wirmetransport entscheidend beeinflusst wird.
Es ist daher verstindlich, dass auch die kritischen
Ziind- und Loscherscheinungen an einem Brenn-
stofftrépfchen eine Zwischenstellung einnehmen,
und dass der Ziindvorgang im Grunde genom-
men eine lokal begrenzte Explosion darstellt.

Die vorliegende mathematische Untersuchung,
die teils analytisch und teils unter Einsatz der

programmgesteuerten Rechenanlage IBM 650
numerisch durchgefiihrt worden ist, befasst sich
im wesentlichen mit dem Studium der kritischen
Vorginge. Zugleich wurde eine Reihe von sub-
tileren Fragen wie etwa der Reaktionsverlauf
wihrend der Induktionsperiode und Heran-
nahen des Ziindvorgangs, zeitliche Anderung
des Durchmessers und der Temperatur des
Tropfchens sowie der Einfluss von mehreren
Parametern auf den Reaktionsverlauf unter-
sucht.

Der eigentliche Zweck der vorliegenden
Untersuchung ist nicht die bestmogliche
Approximation des reellen Verbrennungsvor-
gangs und Beschaffung von praktischen Be-
rechnungsunterlagen, sondern eine konsequente
Diskussion eines in sich geschlossenen Modell-
Vorgangs. (Wir verweisen in diesem Zusam-
menhang auf die Ubersicht iiber Verbrennung
der fliissigen Tropfchen von Wise und Agoston
[2].) Wenngleich im weiteren gewdhnlich die
Rede von Brennstoff und Verbrennung ist,
kommt dieser Diskussion doch eine allge-
meinere Bedeutung zu, ndmlich als einer Unter-
suchung autotherm verlaufender exothermer
homogener Umsetzungen, bei denen eine Kom-
ponente erst durch Verdampfen aus der angren-
zenden Phase der Reaktion zugefiihrt wird.

Der Untersuchung liegt die Vorstellung
zugrunde, dass ein isoliertes Troépfchen in tur-
bulent bewegter Atmosphire schwebt und von
einer relativ zum Tropfchen ruhenden Grenz-
schicht umgeben ist, in der die chemische Reak-
tion stattfindet. Es wird ferner angenommen,
dass ausserhalb dieser Grenzschicht, die im
weiteren als Reaktionszone bezeichnet wird,
konstante Temperatur und Gaszusammenset-
zung herrschen. Die Konzentration des Brenn-
stoffdampfes und des Reaktionsproduktes soll
ausserhalb der Reaktionszone infolge der inten-
siven turbulenten Vermischung gleich null sein.

Die Vorstellung einer nach aussen hin abge-
grenzten Reaktionszone gibt nicht nur den
wirklichen Sachverhalt besser wieder, sondern ist
im Vergleich zu der Alternativ-Vorstellung des
unbegrenzten Reaktionsraumes auch rein
methodisch wesentlich anpassungsfahiger und
vorteilhafter, da der Einfluss der &4usseren
Bedingungen durch eine entsprechende Ver-
fiigung iiber die Ubergangskoeffizienten an der



36 J. PAWLOWSKI

Aussengrenze der Reaktionszone erfasst werden
kann.

Uber die Trépfchentemperatur 71 werden
keine weiteren Annahmen gemacht, ausser dass
das Tropfchen stets in seinem ganzen Volumen
gleichmissig temperiert ist. Der zeijtliche Verlauf
der Tropfchentemperatur ist durch ihren An-
fangswert und die Wirmebilanz, einschliesslich
der stets aufzubringenden Verdampfungswirme,
bedingt und steht daher mit dem zeitlichen Ver-
lauf der chemischen Reaktion in wechselseitiger
Beziehung. Es wird also keineswegs a priori
angenommen, wie es fters der Fall ist {2], dass
das Tropfchen siedet.

Die Verdampfungsintensitdt hidngt unter
anderem von der Fliichtigkeit des Brennstoffes
ab. Es wird vorausgesetzt, dass zwischen der
Tropfchentemperatur T und dem Gleich-
gewichts-Partialdruck p;, des Dampfes die
Bezichung

_ pexp (—Q,/RTx)
P16 = "exp (" Q.RT)

besteht, die aus der Clausius—-Clapeyronschen
Gleichung hervorgeht. Es bedeuten darin:
Q. = die molare Verdampfungswirme, 7, = die
Siedetemperatur des Brennstoffes und p = den
konstanten Totaldruck in der Gasphase.

Die chemische Umsetzung soll nach dem
stchiometrischen Schema

(1

v, (Dampf) + v, (Sauerstoff) -
vy (Verbrennungsprodukt) + Q

verlaufen. Mit Q ist darin die WirmetSnung der
Reaktion bezeichnet. Die st&chiometrischen
Koeffizienten der Ausgangsstoffe werden negativ
und der des Reaktionsproduktes—positiv
gezdhlt. Fiir die Reaktionsgeschwindigkeit wird
die Giiltigkeit der Beziehung

v = k p; pyexp (—E/RT) 0]

vorausgesetzt, wobel mit p, und p, Partialdriicke
vom Brennstoffdampf und von Sauerstoff be-
zeichnet sind.

2. QUASISTATIONARITAT

Das umrissene Problem fiithrt bekanntlich auf
ein simultanes System von partiellen Differential-

gleichungen fiir ortlich-zeitliche Abhingigkeit
der Temperatur 7" und der Partialdriicke p, der
Reaktionsteilnehmer in der Reaktionszone,
dessen numerische Diskussion, auch beim
Einsatz von programmgesteuerten Rechenan-
lagen, erhebliche Schwierigkeiten bereitet, zumal
auch die noch zu erlduternden Randbedingun-
gen recht kompliziert sind.

Das mathematische Problem lisst sich jedoch
wesentlich vereinfachen, wenn der Reaktionsab-
lauf als ein quasistationdrer Vorgang behandelt
wird. Bekanntlich erfolgt die molekular-
kinetische Anpassung in Gassystemen an die
jeweils vorliegenden Bedingungen so schnell,
dass selbst in den Stosswellen annidhernd ein
thermodynamisches Gleichgewicht herrscht [3].
Auch bei dem vorliegenden physikalischen
Problem kann angenommen werden, dass die
Anpassung der Feldgrossen 7" und p, an die
Randbedingungen im allgemeinen wesentlich
schneller erfolgt, als die zeitliche Anderung
dieser Randbedingungen vor sich geht.

Eine Ausnahme stellen in dieser Hinsicht nur
Phidnomene des Ziindens und des L&schens dar:
hier handelt es sich um Vorginge, die infolge
der Uberschreitung von gewissen Stabilitiits-
bedingungen plétzlich ausgelést werden und bei
praktisch unverdndert gebliebenen Randbedin-
gungen stattfinden. Die Dauer dieser Uberginge
ist von derselben Grossenordnung wie die
Abklingzeit don Feldst6rungen. Im Rahmen der
quasistationdren Behandlung des Gesamtprob-
lems lassen sich diese Vorginge nicht mehr
zeitlich auflosen und werden konsequenterweise
als zeitlose Momentereignisse interpretiert. Hier
besteht volle Analogie zu Z#hnlichen Unter-
suchungen von Ziind- und Léschvorgingen beim
stationdren Verlauf von heterogenen Reak-
tionen.

Durch die quasistationire Behandlung zer-
fillt das Gesamtproblem in zwei Teile: in ein
simultanes System von gewdhnlichen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung mit zugehdrigen
Randbedingungen, welches die oOrtliche Ver-
teilung der Feldgrossen 7 und py fiir die momen-
tan wirksamen Randbedingungen liefert und ein
simultanes System von Differentialgleichungen
erster Ordnung, welches die Verdnderung einiger
Randgréssen bestimmt und somit den zeitlichen
Trend des Reaktionsablaufs bedingt.
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3. RANDBEDINGUNGEN

Die Formulierung der Randbedingungen
erstreckt sich auf Festlegung des Integrations-
intervalls, d.h. der Grenzen der Reaktionszone,
Definition der Aussenwerte und Kopplung dieser
Aussenwerte mit den Feldgrossen.

Die innere Grenze des Integrationsintervalls
ist durch den jeweiligen Tropfchenradius Ry
gegeben und daher einer zeitlichen Verdnderung
unterworfen, die mit allm#hlichem Schwund der
fliissigen Substanz zusammenhingt und von der
Verdampfungsintensitdt, mithin auch von dem
Reaktionsverlauf abhéngt. Diese Zeitabhingig-
keit wird durch die Diff. Gleichung (13) zum
Ausdruck gebracht. Die #Hussere Grenze des
Integrationsintervalls R, ist durch die Dicke der
Grenzschicht gegeben und hingt im wesent-
lichen von der Grosse des schwebenden Tropf-
chens und von den Eigenschaften der turbulenten
Stromung in der Aussenatmosphire ab. Diese
Abhingigkeit stellt ein rein aerodynamisches
Problem dar und liegt ausserhalb wunserer
Fragestellung. Um das ohnehin recht kom-
plizierte Problem nicht mit zusdtzlichen Schwie-
rigkeiten zu belasten, wird R, = const vorausge-
setzt. Es versteht sich, dass diese Annahme nicht
bis zum vollstindigen Verbrauch des Tropfchens
gelten kann und nur fiir eine angemessene Dauer
als eine Niherung sinnvoll ist.

Unter Aussenwerten verstehen wir die zu den
Feldgrossen korrespondierenden Werte ausser-
halb des Integrationsintervalls. Es sind die im
Aussenraum herrschenden Temperatur 7, und
Sauerstoff-Partialdruck p,, sowie die Null-
Partialdriicke des Brennstoff-Dampfes und des
Verbrennungsprodukts. Auch die Tropfchen-
temperatur Ty sowie der dieser Temperatur
zugeordnete Gleichgewichts-Partialdruck des
Dampfes p,, zdhlen, entsprechend der ihnen
zufallenden Rolle, zu den Aussenwerten des
Problems. Uber die Tropfchentemperatur wird,
mit Ausnahme ihres Anfangswertes, in keiner
Weise verfiigt. Ihr zeitliches Verhalten ergibt sich
vielmehr aus der Differentialgleichung (14),
welche die Wirmebilanz des Trépfchens ein-
schliesslich der aufzubringenden Verdampfungs-
wirme zum Ausdruck bringt und die wechsel-
seitige Bedingtheit der Tropfchentemperatur und
des Reationsverlaufs erkennen 14sst.

Zwischen den Randwerten der Feldgréssen

und den betreffenden Aussenwerten wird eine
allgemeine lineare Kopplung vorausgesetzt, die
zu den Randbedingungen dritter Art fiihrt.
Diese Randbedingungen implizieren die Mog-
lichkeit, dass der Stoff- und Wirmetransport
durch beide Grenzen der Reaktionszone mit
einem Widerstand verbunden ist, der selbstver-
stdndlich gegebenenfalls auch gleich null sein
kann. Die aufgestellten Randbedingungen (s.
Beziehungen 8-12) entsprechen durchweg dem
iiblichen Modus; lediglich die Randbedingung
fiir den Partialdruck des Brennstoffdampfes an
der Innengrenze der Reaktionszone bedarf einer
kurzen Erlduterung: Falls der in unmittelbarer
Nihe der Tropfchenoberfliche herrschende
Partialdruck des Dampfes den Betrag p,, haben
wiirde, wiirde die makroskopische Verdampfungs-
geschwindigkeit gleich null sein, da sich die
molukular-kinetische Verdampfung und die
Riickkondensation aus der Dampfphase die
Waage hielten. Da die Geschwindigkeit der
molekularkinetischen Kondensation, bei sonst
gleichbleibenden Bedingungen, dem Partial-
druck des Dampfes proportional ist, besteht
zwischen der effektiven Verdampfungsgeschwin-
digkeit* und dem Betrag (p,; — py.) ebenfalls
eine Proportionalitit, die in (9a) zum Ausdruck
kommt.

4. ALLGEMEINER MATHEMATISCHER
SACHVERHALT

Nach den einleitenden Erlduterungen soll das
mathematische Problem in seiner allgemeinen
Form formuliert werden, die jedoch im nichsten
Abschnitt eine weitere Einschrinkung erfahren
wird. Unter Vernachlidssigung der Wirmestrah-
lung, der Thermodiffusion und der Diffusions-
wirmeleitung gelten fiir die Dichte des Wirme-
stréoms ¢,, und die molaren Stromdichten einzel-
ner Gaskomponenten g; die Beziehungen

gy = —Agrad T + hw 3)

__ D Px -

* Wir benutzen den Ausdruck “Verdampfung™
unabhingig von der Temperatur, bei welcher der Uber-
gang fliissig-gasformig stattfindet, da das Wort “Ver-
dunstung” zu dem recht intensiven Phaseniibergang bei
der Verbrennung nicht so richtig passt,
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worin & = die molare Enthalpie und w = die
molare Stromdichte des Gasgemisches bedeuten.

Die ortliche Verteilung der Feldgrossen T, p;
und w bei momentan vorliegenden Rand-
bedingungen ist durch das simultane System von
fiinf Differentialgleichungen

div g, = Qv (5)
divg, =viv (k=1,2,3) 6)
divw = w (v =2v) )

gegeben, wobei auf der rechten Seite der
Gleichungen die betreffenden Quellendichten
stehen. Als Randbedingungen gelten dabei die
Gleichungen:

Innengrenze der Aussengrenze der
Reaktionszone Reaktionszone
a; (T; — T1r) = ~ Qus a, (To — To) = Gua (8a, b)
Yo (Pre — P1i) = qu Y1P1a = G1a (92, b)
G2 =0 V2 (P20 — P2a) = —Gaa (10a, b)
g3 =0 Y3 P3a = 93a (11a, b)
Wi =y - (12a)

worin a und y konstante Grossen sind. Die
Indizes i und a bezichen sich auf die innere und
die dussere Grenze der Reaktionszone. Fiir w
liegt nur eine Randbedingung vor, da die
Differentialgleichung (7) erster Ordnung ist.

Die Differentialgleichung fiir das Reaktions-
produkt (¢ = 3) kann von dem simultanen
System separiert werden und hat auf die Losung
des iibrigen Systems keinen Einfluss; sie bleibt
daher im weiteren samt den dazugehorigen
Randbedingungen (11a, b) unberiicksichtigt.*

Die zeitliche Anderung des Trépfchenvolu-
mens V und der Tropfchentemperatur Ty wer-
den durch zwei Differentialgleichungen erster
Ordnung beschrieben

Fmgy; = — pdV/de (13)

cpVdTre/dt + FQ,q1; + Fgus =0 (14)

* Uber die Partialdruck-Verteilung des Verbrennungs-
produktes gibt (48) Auskunft.

worin F = die Oberfliche des Trépfchens, ¢ und
p = die spezifische Wirme und die Dichte des
fliissigen Brennstoffs und m = das Molekular-
gewicht des Brennstoffdampfes bedeuten. Als
Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0 gelten V = V¥,
bzw. Rrr = Rrr, und Trr = Tor,.

Bevor wir in der Diskussion unseres Problems
fortfahren, sei noch erwihnt, dass die molare
Stromdichte w aus den Feldgleichungen eliminiert
werden kann: Aus (5) und (7) geht nidmlich
hervor, dass die vektorielle Grosse vg, — Qw
quellenfrei ist. Da diese Grosse in Anbetracht
der Kugelsymmetrie nur eine Radialkomponente
besitzt, muss ihre Abhingigkeit von der Ortsko-
ordinate r der Form const/r? entsprechen. Man

erhilt daher in Verbindung mit (3) eine niitzliche
intermedidre Bezichung zwischen 7 und w

Q/};z; grad T + w = const/r2
Die darin enthaltene Konstante wird aus der
Randbedingung (12a) ermittelt. In &4hnlicher
Weise lidsst sich die molare Stromungsdichte w
auch in Verbindung mit den Partialdriicken p,
bringen. Wird mit Hilfe von (15) aus den Bezie-
hungen (3) und (4) die Grisse w eliminiert, so
reduziert sich das System der Feldgleichungen
auf vier Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung fiir 7 und p;, mit den dazugehorigen Rand-
bedingungen.

(15)

5. VERNACHLASSIGUNG DES KONVEKTIVEN
TRANSPORTES
Leider stosst die numerische Behandlung
dieses Problems auf eine erhebliche methodisch-
technische Schwierigkeit, die damit zusammen-
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hingt, dass die Feldgrossen 7 und p, zugleich an
beiden Grenzen des Integrationsintervalls an
entsprechende Randbedingungen gebunden sind.
Dieser, fiir eine analytische Untersuchung vollig
unwesentliche Umstand ist bei numerischem
Verfahren insofern entscheidend, als die schritt-
weise Integration nur mit kompletten Bedingun-
gen am Anfang des Integrationsintervalls ein-
geleitet werden kann. Man ist daher gezwungen,
einen Teil dieser Bedingungen willkiirlich fest-
zulegen, um erst am Ende des Integrationsinter-
valls ihre Stichhaltigkeit anhand der dort
geltenden Randbedingungen zu priifen. Dieser
Sachverhalt fiihrt zu einem komplizierten vier-
dimensionalen Iterationsverfahren, dessen Durch-
fiilhrung, wie es noch eingehend erldutert wird,
durch Ziind- und Loschvorginge und die damit
verbundene Mehrdeutigkeit des Iterationsziels
ausserordentlich erschwert wird.

Es ist indes moglich, durch die zusitzliche
Voraussetzung, dass die Reaktionsteilnehmer
durch Inertgas stark verdiinnt seien, das mathe-
matische Problem entscheidend zu vereinfachen

Ay D

a; (T; — Tm) = A(dT/dr),;;

(dp,/dr); = 0;

0 4,T = m‘drpk = —k p, p, exp (—E[RT);

D
Yo (P1¢ — Pui) = — F;:o (dp,/dr),;

und auf numerische Integration einer einzigen
Differentialgleichung zweiter Ordnung zu redu-
zieren, die mit dem eindimensionalen Iterations-
verfahren gekoppelt ist. Diese Voraussetzung ist
nicht eigentlich verfilschender, sondern viel-
mehr einschrinkender Natur, was im Abschnitt
10 noch ausfiihrlich besprochen wird. Der
einschrinkende Charakter der Voraussetzung
besteht darin, dass die Stoffdaten reeller Brenn-
stoffe diesem Kriterium vielfach nicht entspre-
chen diirften. Im iibrigen kann diese Einschrin-
kung nur bei der Diskussion des oberen Reak-
tionszustandes ins Gewicht fallen, wihrend sie
fiir den unteren Reaktionszustand und, was
besonders wichtig ist, auch fiir Diskussion der

Ziindvorgiinge praktisch belanglos ist. Die
Annahme, dass das Reaktionsgemisch stark mit
Inertgas verdiinnt sei, ermdglicht die Vernach-
ldssigung des konvektiv bedingten Stoff- und
Wirmetransports gegeniiber dem Molekular-
transport, so dass in den Ausdriicken (3) und (4)
die konvektiven Terme gestrichen werden kon-
nen.

Schliesslich sei angenommen, dass nicht die
Diffusionskoeffizienten D,, sondern die Aggre-
gate D,/RT temperaturabhiingig seien. Diese
Festsetzung gibt den wahren Sachverhalt besser
wieder, da die Diffusionskoeffizienten von Gasen
proportional der 1,5. bis 2. Potenz der absoluten
Temperatur sind. Man kann daher, geméss der
getroffenen Annahme, fiir D(T)/RT den Aus-
druck Dy(T,)/RT, setzen, so dass von nun ab
unter D, die auf die Aussentemperatur T
bezogenen Diffusionskoeffizienten gemeint sind.

Unter diesen zusitzlichen Voraussetzungen
nimmt das simultane System der Feldgleichun-
gen und die betreffenden Randbedingungen
Folgende Gestalt an:

(16)
a; (T, — Tg) = —A(dT/dr),; (17a, b)
D
P =~ g @pafdr)a; (18a, b)
_D dp,/dr).; 19a, b)
Y2 (p20 - pga) - RTO( sz r)tn ( a,

Mit 4, ist dabei der Differentialoperator
& 2 0
o r or

bezeichnet. Die Gleichungen (13) und (14) fiir
zeitlichen Trend von Ry und Tpr gehen nach
kurzer Unformung in die Beziehungen

— m (Dy/RT,) (dpy/dr); = — pd(Rm)/dt  (20)
MdT/dr); = —Q, (Dy/RT,) (dp/dr); +
+ 3 cp R, d(Trn)/dt (21)

iiber.
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6. DIMENSIONSLOSE BEHANDLUNG DES
PROBLEMS

Die Weiterbehandlung wird in dimensions-
loser Darstellung durchgefiihrt, so dass die
Mannigfaltigkeit der physikalischen Grossen,
die den Vorgang bestimmen, auf ein Minimum
von dimensionslosen Konstanten reduziert wird.
Es seien folgende dimensionslose Grossen defi-
niert, die wir einfachheitshalber auch weiterhin
Temperatur, Druck usw. nennen wollen:

x = r/R,, Ortskoordinate;
At
T e, Zeitvariable:
cpR;
T—T
y o o= 9, Temperatur;
Ty
Q Dk pk N .

oy mE e ¢ =1, 2, 3);

A [l A RT:’ Partialdruck (k = 1,2, 3)

X = Ry¢/R.. Tropfchenradius;

Tpp —
Y = *ij_ %, Tropfchentemperatur;
0
T, — T , .
Y, = »rf—i’ ,  Siedetemperatur des fliis-
o sigen Brennstoffs;
_ 9Dy :
Zy, = | ART2 Totaldruck;
D, p, .
Z, = % }\igf"j‘,’é , Sauerstoff-Partialdruck
|vs o ausserhalb der Reaktions-
zone;

Nu; = a; R/, Nusselt-Zahl des Wirme-
ibergangs an der Innen-
grenze;

Nu, = v, R/, Nusselt-Zahl des Wirme-

iibergangs an der Aussen-
grenze;

Nu, == v, RTy R,/ D, Nusselt-Zahl des Stoff-
iibergangs an der Innen-
grenze;

y1 RTo Ro/Dy = y3 RTy R,/ D,
Nusselt-Zahl des Stoff-
iibergangs an der Aussen-
grenze;

Nu, =

’ RT, k ART: Ré)
A = In (Vl vy “”Q **'D:’Dg*'*' .
Reaktionskinetische
Konstante;
B = E/RT,, Aktivierungskonstante;
C = Q.RT. Verdampfungskinetische

Konstante:

Erste kalorisch
Konstante;

G = mcT,y/30,

Zweite kalorische
Konstante;

H = ‘Vll Qr/Qy

Die Grossen Z;, und Y, treten nur in der Kom-
bination

K:lnzlg+

(22)

auf, die bei der numerischen Behandlung des
Problems als eine neue Bestimmungskonstante
neben den iibrigen fungiert. Dank diesem Um-
stand stehen die Ergebnisse der numerischen
Integration, wie es im Abschnitt 10 noch aus-
fithrlich erldutert wird, niemals im formalen
Widerspruch zu der Voraussetzung, dass die
Reaktionsteilnehmer mit inertem Gas stark ver-
diinnt seien.

Da die Nusselt-Zahlen 1. und 2. Art bei Gasen
bekanntlich nur wenig voneinander unter-
schiedlich sind, setzen wir, um die ohnehin
beachtliche Anzahl von Bestimmungskonstanten
zu reduzieren, Nu, = Nu,. Eine entsprechende
Gleichsetzung von Nu, und Nu; kann jedoch
nicht ¢ priori vorgenommen werden, da es sich
um unterschiedliche Ubertragungsmechanismen
handelt. Nach entsprechender Umwandlung
von Differentialgleichungen und Randbedni-
gungen erhilt man die nachstehende dimensions-
lose Darstellung des mathematischen Problems,
wobei mit (') und (') die Ableitungen nach x und
7, und mit 4, der Differentialoperator

d?/dx® + 2/x d/dx
bezeichnet sind:
dpy=—dy 5 =
B
— Iy 2 €XP (A — T:_—;) (23a, b)
k=1,2; 0<X<£x<])
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mit den Randbedingungen
Nui(y:; — ¥)— () =0
Nu, Yo+ (y,)a =0

(24a)
(24b)

C
Nu, {exp [(ln Z + ﬁi) —

C
“riy] A @0 ew

Nu, Zia T (Z;)a =0 (25b)
z); =0 (262)
Nua (Zz - Zza) - (z;)a = 0. (26b)

Die Zeitgleichungen (20), (21) gehen dabei in
G(z});,— X/3=0 @7n
HE)i+ 0 —XY3=0 (28)

iiber. Da wir im weiteren den Reaktionsablauf
nicht in Abhéngigkeit von der dimensionslosen
Zeit 7, sondern in Abhiingigkeit vom dimensions-
losen Tropfchenradius X diskutieren werden,
wird aus den beiden letzten Gleichungen die
Zeitvariable mit Hilfe der Identitit Y/ X =d Y/d X
eliminiert, und man erhilt eine Differential-
gleichung 1. Ordnung

G XdY/dX = H + (v'/Z); (29)

die eine Bestimmungsgleichung fiir Y(X) dar-
stellt. Das gesamte mathematische Problem ist
durch 10 Bestimmungskonstanten, Nu;, Nu,,
Nu,. A, B, C, G, H, K und Z, sowie durch die
Anfangswerte von X und Y eindeutig festgelegt.
Die Bestimmungskonstanten G und H treten bei
dem Feldproblem nicht auf, wodurch die Sepa-
rierung des Gesamtproblems in das Feld- und
das Zeitproblem eine bemerkenswerte, in den
Abschnitten 8 und 9 diskutierte Akzentuierung
erfihrt.

Aus der Beziehung (1) erhilt man in Ver-
bindung mit den eingefiihrten dimensionslosen
Grossen fiir den Gleichgewichtspartialdruck des
Brennstoffdampfes den dimensionslosen Aus-
druck

C C
Li=uep Ty, "1y y)~

exp (K — %Y)’ (30)

der als eine Funktion von Y aufzufassen ist. Der
in (23) auftretende dimensionslose Ausdruck fiir
die Reaktionsgeschwindigkeit wird zur Abkiir-
zung mit

} ' B
$ = 23 2, exp (A - T;L'j{) G1)
bezeichnet.

Da die Grosse (y'); im Verlauf unserer Dis-
kussion die zentrale Rolle eines Iterations-
parameters spielen wird, soll sie durch ein
besonderes Symbol ersetzt werden:

q=0" (32)
Das nunmehr formulierte mathematische Prob-
lem ldsst eine bemerkenswerte und fiir praktische
Diskussion ausschlaggebende Reduktion des
Gleichungssystems (23) auf eine einzige Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung zu, die—wie
bereits erwihnt—es ermdoglicht, das vierfache
Iterationsproblem zu umgehen. Zu diesem
Zweck fiihren wir zwei neue FeldgrOssen u;
gemiss der Definitionsgleichung
u=y+z (k=12 (33)
ein, die nach (23) die Laplace-Differential-
gleichung

Adu, =0

befriedigen und daher wegen der vorliegenden
Kugelsymmetrie des gesamten Problems die
Form

U, = M, + Ni/x (34)
haben. Die Integrationskonstanten M, und N,
lassen sich aus den Randbedingungen (24) bis
(26) bestimmen, und man erhilt nach einigen
Umrechnungen fiir die neuen Feldgrossen die
endgiiltigen Beziehungen

_SY)+ Nuit — NuyY g

(X, q) Nu=t -+ §(X) P(x)  (35)
uyx, q) = Zy — q (), (36)
wobei mit ¢ und f die Funktionen

P(x) = X2(xt + Nug' — 1) (37
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und

1“%‘"}7‘;) _

J(Yy=Y 4+ exp [(anls +

C

-1 +Y} =Y+ Z,(Y)y (38)
bezeichnet sind.

Es ist bemerkenswert, dass die Uberlagerung
der Temperaturverteilung mit der Verteilung der
Partialdrucke bei starker Verdiinnung mit
Inertgas der ecinfachen Bezichung (34) ents-
pricht.* Eben der Umstand, dass der Zusam-
menhang zwischen z, und y durch endliche
Funktionen gegeben ist, die bis auf g bekannt
sind, erméglicht es, das Problem der Feldver-
teilung auf numerische Integration einer einzigen
Differentialgleichung 2. Ordnung zu reduzieren.

Das reduzierte mathematische Problem foigt
aus (23) und (29), indem die dort enthaltenen
z—Variablen durch die Ausdriicke u(x, 9)—
v ersetzt werden. Man gelangt dadurch zu einer
Differentialgleichung 2. Ordnung

4y + [ (x, @) — ¥ o (x, ¢) — ¥]

B
R
exp( 1+y)

deren schrittweise numerische Integration mit
den Anfangsbedingungen

yi = Y + q/Nu, (40)
0 =q (41)

einzuleiten ist. Der in diesen Gleichungen enthal-
tene Parameter ¢ ist dabei so zu bestimmen, dass
die Gleichung (24b), die nunmehr als eine Neben-
bedingung fungiert, erfilllt wird. Aus (29) folgt
nach Eliminieren von z, eine Differential-
gleichung erster Ordnung zur Bestimmung von
Y(X):

G XdY/dX = H + q/[(w;): — ql, (42

die it der Anfangsbedingung X = X, < 1 und
Y = Y, integriert werden soll.
Die Gleichung (24b) kann in Verbindung mit

(39

* Aus (23) erkennt man, dass auch die Differenz
zweier beliebiger Partialdrucke, z.B. z; — z,, ebenfalls
die Laplace-Gleichung befriedigt.

(23a) in eine fiir weitere Diskussion zweck-
missigere Beziehung iibergefiihrt werden: Wird
nimlich (23a) mit x* multipliziert und zwischen
X und | integriert

1 1
j dyyx¥dx = —‘[ ¢ xtdx
X X

so kann das links stehende Integral durch
partielle Integration in y, — ¢ X* umgewandelt
werden, und man gelangt mit der Abklirzung

I:jlqﬁxgdx @3)
X

zu der Bezichung
(e —qgX*+1=0,

die schliesslich mit (24b) zu der dquivalenten
Bedingung

I— Nugy,—qX*=0 (44)

fiihrt. Diese Beziehung stellt, wie man sich
leicht iiberzeugt, eine dimensionslose Energie-
bilgnz fiir die ganze Reaktionszone dar, wobei I
der gesamten Wirmeerzeugung und die beiden
iibrigen Terme—dem Energiefluss durch die
Grenzen der Reaktionszone entsprechen.

Das Gesamtproblem, welches nunmehr in den
Bezichungen (39) bis (42) und (44) zusammen-
gefasst ist, hingt wie bereits erwihnt, von 10
Grundkonstanten Nu;, Nu,, Nu,, A, B, K, C. Z,,
sowie G und H ab, wobei dic beiden letzten
Grundkonstanten nur in den zeitlichen Trend
eingehen.

Die Differentialgleichung (39) ist durch die
Randbedingungen (40) und (41) formal-mathe-
matisch vollstindig festgelegt und liefert,
wenigstens fiir einen gewissen kontinuierlichen
Wertebereich von ¢, eine kontinuierliche
Mannigfaltigkeit von formal-mathematischen
Losungen, die, sofern sie die Nebenbedingung
(44) nicht erfiillen, keine physikalischen Lésun-
gen des Problems darstellen. Diese Neben-
bedingung wird nur bei gewissen diskreten
g-Werten erfiillt, die zu physikalisch realisier-
baren Losungen y(x) fiihren, womit das gesamte
Feldproblem fiir eine momentane Situations-
méglichkeit im wesentlichen gelost ist. Der
jeweilige Wert des g¢-Parameters stellt ein
entscheidendes Mass fiir die Abschétzung der
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Reaktionsintensitiit dar, da er die Energiestrom-
dichte angibt, die in erster Linie fiir die Ver-
dampfung des fliissigen Brennstoffs bendtigt
wird.

Die physikalisch verifizierbaren g-Werte, die
einem vorgegebenen (X, Y)-Paar zugeordnet
sind, werden numerisch als Nullstellen der
Iterationsfunktion

Fg, X, Y)=1— Nu,y. —q X* (45)

bestimmt, die in Anlehnung an die Neben-
bedingung (44) gebildet ist. Der Bereich des
Arguments g, welcher physikalisch sinnvolle
Nulistellen von F(gq) enthilt, ist nach oben hin
durch einen charakteristischen Wert gmax €in-
geschrinkt. Beim Uberschreiten von gmax wiirde
der Sauerstoff-Partialdruck z, an der Innen-
grenze der Reaktionszone bereits einen negativen
Wert annehmen. Man erhilt den analytischen
Ausdruck fiir gpax aus (33) und (36) mit x = X,
indem dort z,; gleich null gesetzt und y; mit
Hilfe von (40) eliminiert wird:
zZ,—Y

)+ Nt
Als untere Grenze des zu untersuchenden
g-Bereichs kann im allgemeinen ¢ = 0 angenom-
men werden.

Mit der Bestimmung von Nullstellen der
Iterationsfunktion ist die ortlich bedingte Inte-
gration beendet. Mit Hilfe der gefundenen
Funktion p(x) und dem nunmehr bekannten
Wert von ¢ werden aus (33), (35) und (36) die
Partialdrucke z, und z, errechnet. Da die Rand-
bedingungen (11a, b) fiir das Verbrennungs-
produkt mit Z; = 0 auf die den Gleichungen
(26a, b) entsprechende Form gebracht werden
konnen, erhilt man fiir #; den Ausdruck

(46)

Gmax

Uy =y — z3 = —q x). 47

Daraus folgt in Verbindung mit (36) eine
weitere bemerkenswerte Beziehung zwischen den
Partialdrucken von Sauerstoff und von Ver-
brennungsprodukt

2+ 23 =7, (48)

7. DER UNTERE UND DER OBERE
REAKTIONSZUSTAND

Die numerische Bestimmung der Iterations-
funktion (45) zeigt, dass es sich im allgemeinen

um eine Kurve handelt, die mindestens eine,
unter gewissen Bedingungen jedoch drei physi-
kalisch sinnvolle Nullstellen besitzt. (Siehe
Abb. 1). Somit hat die Differentialgleichung (39)

F(g,xY)
—l-3.m2 { l_
A
—2.702 ‘ -
a
S4—1-10%

"aN H ‘ o H
2 3 K‘ (Ké,l..)b
(e ), ‘

—-~71-10%

IHREN
l
Ay : }

AsB. 1. Zwei typische Iterationskurven (Beziehung
42). Kurve a ergibt entsprechend ihren Nullstellen
einen unteren (1), einen labilen mittleren (2) und
einen oberen Reaktionszustand (3). Kurve b liefert
nur einen Reaktionszustand. Grundkonstanten und
Aussenwerte fiir Kurve a (und b): Nu; = oo (500);
Nu, = 5(50); Nu, = 10(10); A = 12(11,4); B = 25
(25); K = 10,5 (8,6); C = 6,29 (3,2); Z, = 10 (10);
X = 0,43 (0,80); Y = ~0,163 (—0,5).

mindestens eine und unter gewissen, noch néher
zu erdrternden Umstinden drei physikalisch
mogliche Losungen, die sdmtlich denselben
Randbedingungen entsprechen. Hier begegnen
wir offensichtlich dem bekannten Sachverhalt,
den man von der Theorie der stationdren
heterogenen exothermen Reaktion her kennt
{1}, und der einen Zugang zum Verstindnis der
eingangs erwihnten kritischen Ziind- wund
Loschphinomene bildet. Wir wollen in diesem
Zusammenhang von dem unteren, mittleren und
dem oberen Reaktionszustand in der Reihenfolge
der zunehmenden ¢-Werte sprechen. Jedem
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tisches Feld der Temperatur, der Gaszusammen-
setzung und der Reaktionsgeschwindigkeit in
der Reaktionszone zugeordnet, wie dies in den

0

dieser Reaktionszustinde ist ein charakteris- z4 ] { ’ [ !
|
i

Abb. 2 bis 4 an einem speziellen Beispiel darge- 8-
stellt ist.
Z,T\! g \ | | ‘l 6.
i Zz.
0 : } 2 lr z,
& % ¢ ST b
| ’ 2/
| |
6 — [ . W - X
| ‘ 0
4. . o ‘ B SYJ
Flisiges , dypere
| Topchen T Reaktianszane —————~t~_fimosahdré
2- : - ABB. 3. Zustandsbild des mittleren (labilen) Reak-
i i ‘ tionszustandes. Erlduterungen und Daten wie zu
X | | \ Abb. 2.
0\}__0,{ QS a7 a8 g9 x 10
5y by \ l
Flissiges ! L Fufere
m’f‘ — e ———— Reaklionszone - 4 ”"W;

ABB. 2. Zustandsbild des unteren Reaktions-
zustandes. Feldgrossen: y = Temperatur, z; und
z, = Dampf- und Sauerstoff-Partialdrucke, ¢ =
Reaktionsgeschwindigkeit (in dieser Abbildung
¢ =~ 0). Aussenwerte: X = Tropfchenradius, ¥ =
Tropfchentemperatur, Z; = Gleichgewichtsdampf-
druck, Z, = Sauerstoff-Partialdruck in der dusseren
Atmosphire. Grundkonstanten: Nu; = oo ; Nu, = 5;
Nu, =10; 4= 12; B = 25; K = 10,45; C = 6,29;
Zy,=10(X = 0472; Y = —0,16).

Der untere Reaktionszustand zeichnet sich
durch ausserordentlich geringe Intensitit der
chemischen Umsetzung aus. Bei dem in diesen
Abbildungen angenommenen Fall

Tre < Ty (Y < 0)

stromt die Wirme entsprechend dem nach
innen gerichteten Temperaturgefille von der
Aussenatmosphire durch die Grenzschicht hin-
durch zum Tropfchen; die Sauerstoffkonzen-
tration unterscheidet sich praktisch nicht von
dem Sauerstoffpegel ausserhalb der Grenz- g
schicht, da der Brennstoffdampf diffundiert ~7gfter T~
durch die Grenzschicht hindurch und die Reak- ABB. 4. Zustandsbild des oberen Reaktionszustandes.
tionsgeschwindigkeit ist iiberall verschwindend Erlduterungen und Daten wie zu Abb. 2.

l i J i

iz/ﬂe/e

|
~———— Reaktionszone — Atmosphdre
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gering. Man wiirde praktisch das gleiche Bild
bei der Losung des wesentlich einfacheren
Problems der Verdampfung und Diffusion des
Dampfes durch die Grenzschicht erhalten (Das
Problem der Psychrometrie). Dennoch unter-
scheiden sich beide Probleme in einem wesent-
lichen Punkt: Wie weiter gezeigt wird, kann der
untere Reaktionszustand im Verlauf seiner
zeitlichen Entwicklung zum Ziinden und zu
einem Sprung in den oberen Reaktionszustand
fihren.

Ein vollig anderes Bild zeigt der obere Reak-
tionszustand: Hier handelt es sich um einen
intensiven Verbrennungsvorgang. Das Tempera-
turfeld liegt wesentlich {iber der Temperatur der
Aussenatmosphéire und weist das bekannte [2]
charakteristische Maximum auf. Die durch
Reaktion erzeugte Wirme stromt demnach teils
nach aussen und teils nach innen, wo die
nunmehr intensiv gewordene Verdampfung eine
entsprechend starke Energiezufuhr erfordert.
Der ortliche Verlauf des Sauerstoffpartialdrucks
sowie der Sprung* an der Aussengrenze der
Reaktionszone zeugen vom intensiven Nach-
diffundieren in die Grenzschicht. Der nahezu
waagerechte Verlauf der Kurve in der Nihe des
Tropfchens ldsst erkennen, dass dort infolge der
niedrigeren Temperatur der Sauerstoffverbrauch
recht gering ist, was auch durch die Verteilungs-
kurve der Reaktionsgeschwindigkeit unter-
strichen wird. Das Gefille der Dampfkonzentra-
tion ist im Vergleich zum unteren Reaktions-
zustand stirker ausgeprigt; der Dampf wird
nahezu vollstindig umgesetzt, sein Partialdruck
sinkt in der Ndhe der Aussengrenze praktisch
auf null. Auch der grossere Unterschied*
zwischen der Dampfkonzentration an der Innen-
grenze und dem dort markierten Wert der
Gleichgewichtskonzentration, die der momentan
herrschenden Temperatur des Tropfchens ent-
spricht, weist auf recht beachtliche Verdamp-
fungsintensitit hin.

Der mittlere Reaktionszustand nimmt eine
Zwischenstellung zwischen den beiden besproch-
enen extremen Reaktionsfillen ein. Es handelt
sich jedoch—wiederum in voller Analogie [1] zu
heterogenen Reaktionen—um einen labilen

* Die Grosse des Sprunges hingt von dem Wert der
betreffenden Nu-Zahl ab, die hier, wie auch bei anderen
Beispielen, willkiirlich festgesetzt worden ist.

Zustand, der in Anbetracht der unvermeidlichen
gelegentlich auftretenden Fluktuationen physi-
kalisch nicht realisierbar ist.

Die Stabilitdt bzw. die Labilitit eines Reak-
tionszustandes hidngt davon ab, ob die Iterations-
kurve in der Umgebung der betreffenden Null-
stelle féllt oder steigt. Bei fallender Charak-
teristik ruft gelegentliche Fluktuation der Wirme-
erzeugung in der Reaktionszone, d.h. die
Schwankung des I-Wertes in (45) eine Anderung
des g-Wertes hervor, die die Wirkung dieser
Schwankung abschwiicht und daher den Vor-
gang stabilisiert. Bei steigender Charakteristik
wird hingegen eine derartige Schwankung durch
entgegengesetzte Reaktion des g-Wertes weiter
angefacht und der wurspriingliche stationire
Reaktionszustand wird nicht mehr wiederherge-
stellt. Je steiler die fallende Charakteristik ist,
desto stabiler ist der Vorgang und desto straffer
ist er an die herrschenden Bedingungen gebun-
den. Die Abb. 1 zeigt, wie steil die rechte Flanke
der Iterationskurve verlaufen kann. Der obere
Reaktionszustand stellt somit im allgemeinen
einen ausserordentlich straff stabilisierten Vor-
gang dar.

Wir wollen die Gesamtheit aller Verteilungs-
kurven, die sich bei jeweiligem Reaktions-
zustand in der Reaktionszone einstellen, als
Reaktionsbild des betreffenden Reaktionszu-
standes bezeichnen und den Einfluss einiger
Parameter auf dieses Reaktionsbild diskutieren.
Da das Reaktionsbild des unteren Reaktions-
zustandes von einer Reihe von Parametern, wie
A, B und Z, weitgehend unabhiingig ist und nur
relativ wenig ausgepridgte Eigentiimlichkeiten
aufweist, konnen wir uns auf eine Diskussion des
oberen Reaktionszustandes beschrinken.

In Abb. 5 ist der Einfluss der dimensionslosen
Aktivierungskonstanten B auf das Zustandsbild
zu ersehen. Mit dem abnehmenden B wird das
Maximum der Temperaturverteilung y(x) immer
hoher und ausgepriigter; da die Temperatur-
kurven in einen gemeinsamen absteigenden Ast
einmiinden, hingt die Wirmeabgabe nach
aussen, d.h. der momentane dussere Heizeffekt
der Reaktion (nur konduktiver Wirmetrans-
port!) nicht von B ab. Andererseits zeigt die
Abb. 6, dass die momentane Wirmeerzeugung /
in der gesamten Reaktionszone bei kleineren
Werten der Aktivierungskonstante grosser wird.
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Der Wirmeiiberschuss wird somit ausschliesslich
vom Trépfchen aufgenommen und vorwiegend
zur Intensivierung der Verdampfung aufge-
braucht. Eine kleinere Aktivierungskonstante B
hat somit nicht nur einen Reaktionszustand zur
Folge, der einem intensiveren momentanen
Reaktionsablauf entspricht, sondern bedingt
zugleich auch eine stirkere zeitliche Beschleuni-
gung der Reaktion. Der starkere Wirmestrom
zum Tropfchen hin manifestiert sich unter
anderem auch in steilerem Temperaturgefille des
aufsteigenden Astes von y(x) bzw. in grosseren
¢q-Werten. Entsprechend diesem Sachverhalt
weist der Sprung des Sauerstoffpartialdrucks an
der Aussengrenze der Reaktionszone sowie der
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Asbs. 5. Einfluss der Aktivierungskonstante B auf

den oberen Reaktionszustand. Erlduterungen wie zu

Abb. 2. Grundkonstanten; Nu; = 500; Nu, = 50;

Nu, = 10, A = 10,4; K = 8,6; C = 3,2, Z, = 20;
(X =08; Y= —0,3).

Verlauf der z,(x)-Kurve auf einen intensiveren
Sauerstoffverbrauch bei kleineren Werten von B
hin. Dasselbe gilt auch sinngemass fiir z; (x).
Steigende Werte der Aktivierungskonstanten
haben einen milderen Reaktionsverlauf zur
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Asg. 6. Einfluss der Aktivierungskonstante B auf den
oberen Reaktionszustand: ¢ = Iterationsparameter,
(z,); = Sauerstoff-Partialdruck an der inneren Grenze
der Reaktionszone, I = Wirmeerzeugung in der
gesamten Reaktionszone. Daten wie zu Abb. 5.

Folge, und es gibt einen kritischen Wert von B,
bei dessen Uberschreitung ein oberer Reaktions-
zustand nicht mehr moglich ist und die Reaktion
nur entsprechend dem unteren Reaktions-
zustand verlaufen kann, was durch den zuneh-
mend steiler werdenden Abfall der Kurven /(B)
und ¢(B) in Abb. 6 angekiindigt wird. Das
Zustandsbild behilt im oberen Reaktionszustand
seinen charakteristischen Habitus bis zum Lésch-
vorgang bei. Der kritische Wert von B hiingt von
den iibrigen Konstanten sowie von X und Y ab,
worauf noch im Abschnitt ,,Zustandsfunktion‘
niher eingegangen wird.

Der Einfluss der dimensionslosen reaktions-
kinetischen Konstante A4 auf das Zustandsbild
ist dem der Aktivierungskonstante B reziprok:
Mit zunehmendem A steigt die momentane
Intensitdt der Reaktion ebenfalls an. Auch hier
stosst man bei Verringerung von A auf einen,
von den iibrigen Konstanten abhingigen kriti-
schen Wert, bei dessen Unterschreitung der
obere Reaktionszustand nicht mehr moglich ist.

Eine Verminderung des Sauerstoffpegels Z, in
der Aussenatmosphire verdndert das Zustands-
bild erst merklich, sobald Sauerstoff auf den
Reaktionsverlauf limitierend zu wirken beginnt.
Abb. 7 bringt ein Beispiel fiir eine derartige
Situation: Der Schwerpunkt der chemischen
Umsetzung verlagert sich in dussere Regionen
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der Reaktionszone und die Temperaturkurve
weist einen entsprechend niedrigen g-Wert auf.
Wihrend beide, den Stoff- und den Wiirme-
iibergang an der Innengrenze der Reaktionszone
kennzeichnende Nusselt-Zahlen Nu, und Nu,
durch  molekularkinetische = Gegebenheiten
bedingt sind und sich durch die Anderung von
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Ass. 7. Zustandsbild des oberen Reaktionszustandes

bei Sauerstoffmangel. Erlduterungen sieche Abb. 2.

Grundkonstanten: Nu; = o©; Nu, = 5; Nu, = 10;

A=18;B=125;K=10;C=17;2Z,=2;(X=0,5;
Y = —0,05).
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Versuchsbedingungen nicht beeinflussen lassen,
kann die Intensitit des Stoff- und Wirme-
austauschs zwischen der Reaktionszone und der
Aussenatmosphire, wenigstens im Prinzip,
variiert werden. Der Einfluss der betreffenden
Nusselt-Zahl Nu, auf den Reaktionsverlauf ist
um so mehr interessant, als mit der Anderung
von Nu, sowohl der Sauerstoff-Nachschub in die
Reaktionszone als auch die Wirmeabfiihrung
nach aussen gekoppelt sind. Abb. 8 gibt das
Zustandsbild fiir Nu, = 1, 2 und 10 wieder. Mit
zunehmender Austauschintensitiit verlagert sich
das Temperaturmaximum und zugleich auch der
Schwerpunkt des chemischen Prozesses immer
weiter von der Aussengrenze in die Reaktions-
zone hinein, wobei bemerkenswerterwiese bei
Nu, = 2 die Temperaturkurve das hochste
Maximum und der Sauerstoff-Partialdruck in
der Nahe des Tropfchens den tiefsten Stand auf-
weisen, obgleich I mit zunehmendem Nu,
monoton ansteigt. Diese Intensivierung der
Reaktion erkennt man auch an zunehmenden
g-Werten (Anfangssteigung von y) und an dem
Verlauf der Dampfdruck-Kurve z;.

Es ist einleuchtend, dass eine weitere Herab-
setzung der Nusselt-Zahl schliesslich zu einem
akuten Sauerstoffmangel fithren wiirde, bei dem
ein oberer Reaktionszustand nicht mehr existent
wire. Nicht ganz so selbstverstindlich ist
dagegen die Beantwortung der Frage, ob durch
eine weitere Erhéhung der Nusselt—Zahl Nu, die
Reaktion ,,ausgeblasen* werden kann. Hieriiber

Ass. 8. Einfluss der Austauschintensitit an der
Ausseren Grenze der Reaktionszone auf den oberen
Reaktionszustand. Es sind drei Zustandsbilder fiir
Nu, = 1, 2 und 10 gemeinsam dargestelit. Erliu-
terungen sieche Abb. 2. Grundkonstanten: Nu; ==
500; Nu, == 50; 4 = 10,4; B == 25; K =8,6; C =3,2;
Zy=20; (X =0,8; ¥ = —0,5).

gibt Abb. 9 Auskunft, wo in dopellogarith-
mischer Darstellung die Abhiingigkeit des
g-Parameters von Nu, wiedergegeben ist. Unter-
halb von Nu, = 11,5 sind sowohl der untere als
auch der obere Reaktionszustand existent. Die
Intensitdt des oberen Zustandes nimmt zunichst
mit steigender Nusselt-Zahl zu, durchliuft
jedoch ein Maximum und reisst bei Nu, = 11,5
plotzlich ab. Bei hoheren Werten von Nu, kann
die Reaktion nur im unteren Zustand existieren.
Die Intensitit des Vorgangs im unteren Reak-
tionszustand-—wir haben bereits erwihnt, dass
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ABB. 9. ,,Ausblasen* der Reaktion bei zunehmender
Austauschintensitit an der dusseren Grenze der
Reaktionszone. Abhédngigkeit des g-Parameters von
Nu, im oberen (1) und im unteren (2) Reaktions-
zustand. Im Punkt a wird die Reaktion ausgeblasen.
Grundkonstanten wie zu Abb. 8.

es sich dabei um einen nahezu reinen Verdun-
stungsprozess handelt—nimmt mit steigendem
Nu, monoton zu, was physikalisch evident ist.

8. ZUSTANDSFUNKTION

Die Beschiftigung mit dem ,,Feldproblem®,
d.h. mit der Losung der Differentialgleichung
(39) mit den Rand- und Nebenbedingungen (40),
(41) und (44) hat zwei verschiedene Aspekte:
Der erste, vordergriindige ist eine Diskussion
des Zustandsbildes, wie wir es im vorange-
gangenen Abschnitt fragmentarisch durch-
gefiihrt haben, der zweite und fiir das Gesamt-
problem wohl wichtigere Aspekt ertffnet sich,
wenn man die Integration der Differential-
gleichung (39) als eine verklausulierte Vor-
schrift zur Bestimmung von ¢ fiir ein vorge-

gebenes (X, Y)-Paar auffasst. Die dadurch
definierte Funktion ¢(X, ¥) vermittelt die
Realisierungsmoglichkeiten der momentanen

Feldsituation fiir die jeweilige Temperatur und
Grosse des Brennstofftropfchens und wird im
weiteren als Zustandsfunktion bezeichnet. Sie
bildet den Schliissel zum tieferen Verstdndnis
des vorliegenden Gesamtproblems und stellt
insbesondere den Ausgangspunkt fiir eine Dis-
kussion der kritischen Ziind- und Losch-

bedingungen dar, die im vorangegangenen
Abschnitt kurz gestreift wurden.

Die Zustandsfunktion g(X, Y) stelit die Man-
nigfaltigkeit der Nullstellen der Iterationsfunk-
tion (45) bzw. die Mannigfaltigkeit der Reak-
tionszustinde mit ausgeglichener Energicbilanz
(44) dar. Die Gestalt der Zustandsfunktion wird
durch den Umstand gepriigt, dass die Iterations-
funktion bei gewissen Wertepaaren (X, V) nicht
eine, sondern gleich drei Nullstellen besitzt.
Stellt man sich die Zustandsfunktion als eine
iiber der Grundebene (X, Y) aufgespannte
Fliche vor, so bildet diese Fldche iiber einem
gewissen Gebiet eine iiberhingende Falte (siehe
Abb. 10), deren Sohle—die unteren, und der
Riicken—die oberen Reaktionszustinde erfassen.
Der zuriickweichende Bereich der Zustands-
fliche entspricht den labilen mittleren Reaktions-
zustédnden.

ABB. 10. Ein Schnitt durch die Zustandsfliche g(X, Y)
bei X = const (schematisch): 1 = Bereich des unteren,

= des mittleren und 3 = des oberen Reaktions-
zustandes. Inversionspunkte 4 und B entsprechen
den kritischen Ziind- und Loschlinien auf der
Zustandsfliche. Strecken a und b veranschaulichen
die Grosse des erforderlichen positiven bzw. nega-
tiven Energieimpulses, um bei betreffendem Y den
Sprung von 1 nach 3 (Ziinden) bzw. von 3 nach 1

(Loschen) zu bewerkstelligen.

Die Uberginge von dem unteren Reaktions-
zustand zu dem oberen und umgekehrt, d.h. die
Ziind- und Loschvorginge lassen sich in Ver-
bindung mit der geometrischen Darstellung der
Zustandsfliche unschwer energetisch deuten:
Die Ordinate der Zustandsfliche ist durch
solche g-Werte gegeben, bei denen die Wirmezu-
fuhr zum Tropfchen unter ausgeglichener Ener-
giebilanz (44) moglich ist. Wird dem Tropfchen,
welches sich im unteren Reaktionszustand
befindet, ein Ziind-Energieimpuls zugefiihrt,
der die Energiebilanz stért und eine momentane
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Situation erzeugt, die durch einen aus der
Zustandsfliche heraufgehobenen Punkt charak-
terisiert wird, so kann diese Stérung folgende
Wirkungen nach sich ziehen:

(1) Falls der Zustand urspriinglich in dem
Gebiet lag, wo die Zustandsfunktion eindeutig
ist, vermag der Energieimpuls unabhingig von
seiner Grisse die Ziindung nicht herbeizufiihren.
Der Impuls ,,verpufft* und die Reaktion fillt in
ihren urspriinglichen Zustand zuriick.

(2) Lag dagegen der urspriingliche Zustand
im Faltungsgebiet der Zustandsfliche, so hingt
der weitere Reaktionsverlauf davon ab, ob der
durch den Ziindimpuls ,angeregte” Zustand
noch unterhalb des labilen mittleren Zustandes
liegt oder ob dieser Zustand bereits iiberschritten
ist. Wihrend im ersten Fall der Energieimpuls
gleichfalls ohne Wirkung bleibt, kommt es im
zweiten Fall—d.h, bei ausreichender Stirke des
Energieimpulses—zum Ziinden der Reaktion
und der ,angeregte’ Punkt stdsst bis zum
oberen Bereich der Zustandsfliche vor.

-Das Ahnliche gilt sinngemiss auch fiir einen
,.negativen Loschimpuls®, d.h. fiir einen plétz-
lichen Energieentzug, der gegebenfalls eine
Reaktion, die im oberen Zustand verlduft,
1oscht und in den korrespondierenden unteren
Reaktionszustand Gberfithrt. Man hat somit in
den Abschnitten a und b der Abb. 10 sozusagen
ein energetisches Mass fiir die erforderliche
Ziind- bzw. Loschenergie.

Je nidher ein Zustandspunkt an der unteren
bzw. an der oberen Inversionslinie der Zustands-
fliche liegt, mit desto geringerem Impuls kann
ein Reaktionssprung herbeigefiihrt werden, bis
schliesslich bereits eine geringfiigige Fluktuation
des Reaktionszustandes das Ziinden oder
Ldschen der Reaktion bewirken kann. In diesem
Fall wollen wir in Anlehnung an den dhnlichen
Sachverhalt bei stationdren exothermen Vor-
gingen von den kritischen Ziind- und Lischvor-
gdngen und von den kritischen Bedingungen, die
diese Vorginge ausldsen, sprechen.

Die Projektion der Inversionslinien auf die
Grundebene (X, Y) ergibt die kritischen Ziind-
und Lischgrenzen, welche diese Ebene, wie es in
Abb. 11 dargestellt ist, in drei Gebiete zerlegen,
in welchen entweder beide Reaktionszustinde
oder nur einer davon existent sind.

Der zeitliche Reaktionsablauf spiegelt sich in

D

der Anderung von X und Y wider und kann
daher, worauf im nichsten Abschnitt noch aus-
fithrlich eingegangen wird, als eine Bahn in der
Grundebene (X, ¥Y) dargestellt werden, die
gegebenenfalls auch die kritischen Grenzen
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AsB. 11, Kritische Ziind- und Loschgrenzen entstan-
den als Projektion der Inversionslinien der Zustands-
fliche auf die Grundebene (X, Y). Im Gebiet I ist
nur der untere Reaktionszustand, in II ist sowohl
der untere wie der obere und in III ist nur der obere
Reaktionszustand existent. Mit den Bahnen 4 und B
ist schematisch der Verlauf zweier Reaktionen im
unteren und im oberen Bereich angedeutet, die beim
Erreichen der betreffenden kritischen Grenze ziinden
(a) bzw. 16schen (b). Grundkonstenten: Ny, = ©;
Nu, = 5; Nu, = 10; 4 = 20; B = 24; K = 10;
C=7;Z,=10.

iiberquert. Der korrespondierenden Bewegung
des Zustandspunktes auf der Zustansfiiiche
entnimmt man, dass die kritischen Grenzen nur
dann wirksam sind, wenn sie von einer bestimm-
ten Seite her iiberquert werden, wie es in Abb. 11
durch zwei Bahnen schematisch angedeutet ist.

Die numerische Bestimmung der Kkritischen
Grenzen ist mit einem grisseren Rechenauf-
wand verbunden, da diese Grenzen an Erfiillung
von zwei Bedingungen

gebunden sind und eine zweifache Iteration
erfordern. In den Abb. 12-14 ist der Einfluss der
Grundkonstanten A, B und Z, auf den Verlauf
der Ziindgrenze zu erkennen.

9. BAHNEN DES ZUSTANDSPUNKTES
Die quasistationiire Behandlung des Problems
gestattet, den zeitlichen Reaktionsverlauf als
eine Bewegung des Zustandspunktes auf der
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ApB, 12. Einfluss der reaktionskinetischen Kons-

tante 4 auf den Verlauf der kritischen Ziindgrenze.

Die Werte der iibrigen Grundkonstanten wie zu
Abb. 11.
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Asms. 13. Einfluss der Aktivierungskonstante B auf
den Verlauf der kritischen Ziindgrenze. Die Werte
der iibrigen Grundkonstanten wie zu Abb. 11.
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AsB. 14. Einfluss des Sauerstoff-Partialdrucks Z,

ausserhalb der Reaktionszone auf den Verlauf der

kritischen Ziindgrenze. Die Werte der iibrigen
Grundkonstanten wie zu Abb. 11.

Zustandsfiiche zu interpretieren, wobei diese
Fliche unabhiingig von der etwaigen Bahn des
Zustandspunktes, d.h. unabhidngig von dem
faktischen Verlauf des chemischen Prozesses
durch die Grundkonstanten im voraus festgelegt
ist.

Die Bahnen, die vom Zustandspunkt auf
einer vorgegebenen Zustandsfliche zuriickgelegt
werden, sind durch beide kalorische Grund-
konstanten G und H sowie durch die Anfangs-
werte X, und Y, bedingt. Aus den Gleichungen
(27) und (28) ersieht man, dass die Konstante
G—den zeitlichen Verlauf von X, wihrend die
Konstante H—den zeitlichen Verlauf von Y
bestimmt. Abb. 15 zeigt den Einfluss von H
auf die Bahn des Zustandspunktes im unteren

Reaktionsbereich. Da diese Konstante das Ver-
hiltnis der Verdampfungswirme zu der Reak-
tionswédrme angibt, muss die Verdampfung des
Brennstoffs bei grosseren Werten von H im
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ABB. 15. Einfluss der kalorischen Konstante H auf

den Verlauf der Zustandsbahnen im unteren Reak-

tionsbereich bei vorgegebenen Anfangswerten X,

und Y,. Grundkonstanten: Nu; = ; Nu, = 5;

Nu,=10;4=18;B=25;K=10; C=7,Z,= 10;
G =3

zunehmenden Masse auf Kosten der Enthalpie
des fliissigen Brennstoffs vor sich gehen, so dass
sich das Tropfchen schneller abkiihlt.

Besonders interessant und aufschlussreich ist
der Einfluss der Anfangswerte X, und Y, auf
die Gestalt der Bahnen. In Abb. 16 sind die
Bahnen des Zustandspunktes dargestellt, die
zwar den gleichen Werten von G und H entspre-
chen, aber in verschiedenen Punkten der
(X, Y)-Ebene ihren Anfang haben. Wie ersicht-
lich, laufen die einzelnen Pfade zu einer gemein-
samen Bahn zusammen, so dass der Ablauf einer
Reaktion, insbesondere der Ziindpunkt und der
anschliessende Verlauf im oberen Bereich letzten
Endes von den Anfangswerten X, und Y,
unabhingig ist.
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AgB. 16. Einfluss der Ausgangspunktes auf den Ver-

lauf der Zustandsbahnen im unteren Reaktions-

bereich bei vorgegebenen Grundkonstanten: G =

0,6; H = 0,02; die iibrigen Werte wie zu Abb. 11.
Im Punkt a ziindet die Reaktion.
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Dieser Umstand ist insofern von Bedeutung,
als der Reaktionsablauf im unteren Bereich—
die sogenannte Induktionsperiode—mit einem
Verlust an Brennstoff, welcher nahezu vollig
unverbraucht die Reaktionszone verldsst, und
einer Verzbgerung des Ziindvorgangs verbunden
ist. In einer Kkontinuierlich bzw. periodisch
arbeitenden Brennkammer, wie etwa in einer
Diisenkammer bzw. in einem Verbrennungs-
motor, wiirden solche Brennstofftropfchen, die
aufgrund ihrer (X, Y,)-Werte lingere Bahn-
strecken bis zum Ziindpunkt zeriickzulegen
haben, u.U. gar nicht zum Ziinden kommen, da
sie inzwischen die Diisenkammer bereits ver-
lassen haben bzw. weil der betreffende Arbeit-
sakt des Verbrennungsmotors bereits beendet ist.

Die weitgehende Unabhingigkeit der Bahn
von ihrem Ausgangspunkt findet eine Parallele
in dem Problem der Psychrometrie: auch dort
hingt die sich stationir einstellende Temperatur
nicht von der urspriinglichen Temperatur des das
Thermometer umgebenden feuchten Belages ab.
Dieser Analogie ist jedoch dadurch eine Grenze
gesetzt, dass der Ausgangspunkt der Bahn auf
alle Fille noch demselben Bereich der Reaktions-
fliche angehéren muss, und dass der im unteren
Bereich verlaufende Prozess gegebenenfalls zum
Ziinden fiihrt, wie dies im Punkt a der Abb. 16
eingetreten ist.

Uber die Art, wie die einzelnen Bahnen
zusammenlaufen, ldsst die Differentialgleichung
(42) Niheres erkennen: Da die Zustands-
funktion ¢(X, Y) bis auf Inversionslinien iiberall
differenzierbar und in jedem der beiden Bereiche
eindeutig ist, trifft dasselbe auf (x,); und folglich
auch auf die in (42) rechter Hand stehende
Funktion zu. Daraus geht hervor, dass sich die
Bahnen nicht kreuzen, sondern sich unmitellbar
bzw. asymptotisch vereinen.

Der Umstand, dass die Zustandsbahnen aus
einem grosseren Einzugsgebiet die Kkritische
Ziindlinie praktisch in einem Punkt erreichen,
legt die Frage nahe, ob es sich nicht etwa
schlechthin um einen einzigen kritischen Punkt
(bzw. bei asymptotischer Vereinigung der Bah-
nen—im einen kurzen Abschnitt) handelt, der
an der kritischen Linie, die eine Funktion der
acht Grundkonstanten ist, durch die Vorgabe
der restlichen Konstanten G und H festgelegt
wird. Diese Frage wurde nicht ndher untersucht.

Ein kritischer Ziindvorgang, der beim Errei-
chen der kritischen Ziindgrenze erfolgt, wird
durch rapide Zunahme des g-Parameters ange-
kiindigt, wie dies in Abb. 16 zu erkennen ist.
Nach erfolgter Ziindung springt der Zustands-
punkt vom unteren Wulst der Zustandsfliche auf
ihren oberen Bereich iiber und setzt dort seine
Bewegung fort. Die Projektion der Bahn auf
der (X, Y)-Ebene erleidet dabei einen Knick,
welcher stets, wie eine ndhere Diskussion der
Gleichung (42) zeigt, mit einer algebraischen
Verminderung von d Y/d X verbunden ist.

Die Rechnungen zeigen, dass die Zustands-
bahnen nicht notwendigerweise die kritische
Linie iiberqueren, sondern bei gewissen Werten
von G und H an ihr vorbeizichen, so dass es
zum Ziinden gar nicht kommt.

In Verbindung mit Abb. 10 ist die Moglich-
keit des Ziindens einer Reaktion mit Hilfe eines
Energieimpulses erldutert worden, ohne dass die
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AsB. 17. Zeitliche Entwicklung des Zustandsbildes

nach dem herbeigefiihrten Sprung in den oberen

Reaktionszustand (Fremdziindung). Grundkonstan-

ten wie zu Abb. 15, H = 0,1. Siehe Erlduterungen zu

Abb. 2. Die die Reihenfolge kennzeichenden Num-
mern sind jeweils eingekreist.
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Zustandsbahn die Ziindgrenze erreicht hitte. In
einem solchen Fall bleibt die charakteristische
Ankiindigung des kritischen Vorgangs natur-
gemiss aus. Nach erfolgtem Sprung setzt eine
intensive Anpassung der Tropfchentemperatur
Y an die neuen Verhiltnisse ein. In Abb. 17
ist die Entwicklung des Zustandsbildes nach
erfolgter Fremdziindung dargestellt. Die vier
aufeinanderfolgenden Zustandsbilder lassen an
der Verdnderung der Temperaturkurve und der
Verteilungskurve der Reaktionsgeschwindigkeit
sowie am rapiden Absinken des Sauerstoff-
Partialdrucks in der Reaktionszone die fort-
schreitende Intensivierung des chemischen
Prozesses erkennen. Wihrend dieses Vorganges
wandert die Innengrenze der Reaktionszone mit
allméhlichem Brennstoffverbrauch stetig nach
innen. Die Abb. 18 zeigt den Verlauf von g und
Y vor der Ziindung und unmittelbar nach dem
erfolgten Sprung.
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Abb. 18. Verlauf des g-Parameters und der Tropf-
chentemperatur Y bei dem in Abb. 17 dargestellten
Vorgang der Fremdziindung.

10. ABSCHLIESSENDE BEMERKUNGEN

Es ist bereits betont worden, dass die durch-
gefilhrte Diskussion bei keinen physikalisch
sinnvollen Werten von Grundkonstanten in
einem formalen Widerspruch zu der Voraus-
setzung der starken Verdiinnung durch Inertgas
steht. Dies ist dadurch bedingt, dass der Total-
druck Z,, und die Siedetemperatur Y, nicht
einzeln, sondern nur als Bestandteile der Grund-

konstante K (22) in das Problem eingehen, was
einen zuséitzlichen Freiheitsgrad der Interpreta-
tion von Ergebnissen bietet. Es sei mit 7 der
grosste, entlang der Zustandsbahn vorkom-
mende Wert von z; und z, bezeichnet, welcher
sicherlich kleiner ist als der grosste Z,-Wert oder
gegebenenfalls als Z,. Da nun Z; und Z, wesent-
lich kleiner sind als exp(K), kann man stets ein
Z,, so wihlen, dass die Ungleichung z < Z,,
(bzw. Z,) € Z;; < exp(K) erfiillt wird. Alsdann
lasst sich aus (22) der entsprechende Wert von
Y, errechnen. Das Gesagte sei am Beispiel des in
Abb. 4 dargestellten oberen Reaktionszustandes
erldutert: Der grosste in der Reaktionszone
herrschende Partialdruck = ist der Sauerstoff-
Partialdruck z, an der dusseren Grenze, 7 = 8,8;
dem gegeniiber betrigt mit K = 1045 die
limitierende Grosse exp(K) den Wert von
4,3.10*; nimmt man z.B. an, dass die Voraus-
setzung der Verdiinnung noch sinnvoll ist, falls
Z 10 Prozent des Totaldrucks nicht iibersteigt,
so ist der kleinste, mit dieser Voraussetzung
vertragliche Totaldruck Z,, = 88,0 und der
korrespondierende niedrigste Wert der Siede-
temperatur errechnet sich bei C = 6,29 zu
Y, = +0,05.

Die Situation dndert sich, wenn die Rechnung
anhand von vorgegebenen physikalischen Daten
vorgenommen werden soll. In diesem Fall ist es
nicht die Grundkonstante K, sondern ihre
Bestandteile Z,, und Y,, die primir gegeben sind.
Dadurch entfdlit der erlduterte Freiheitsgrad der
Interpretierung von Ergebnissen, und es muss
daher mit der Moglichkeit gerechnet werden,
dass die gewonnenen Ergebnisse mit der Voraus-
setzung der starken Verdiinnung unvereinbar
sind.

In dem letzten Abschnitt, der den rechentech-
nischen Fragen gewidmet ist, wird noch eine
Maoglichkeit erortert, das mathematische Prob-
lem auch auf Vorginge mit dem konvektiven
Stoff- und Wirme transport auszudehnen. Hier
sollen nur noch einige qualitative Uberlegungen
iiber den Einfluss des konvektiven Transport-
mechanismus auf den Verbrennungsvorgang
wiedergegeben werden.

Die durchgefiihrte Diskussion zeigt, dass die
Intensitit des chemischen Prozesses im oberen
Reaktionsbereich, im FEinklang mit den &hn-
lichen Festellungen anderer Verfasser [2], im
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wesentlichen durch den Energienachschub fiir
die Verdampfungswirme bedingt wird. Die bei
hoherer Verdampfungsintensitit einsetzende,
vom Trépfchen weg gerichtete Stephan-
Stromung ruft in der Ndhe der Trépfchenober-
fliche einen nach aussen gerichteten konvektiven
Energietransport hervor, welcher die Energie-
versorgung des Tropfchens erschwert. Auch das
Eindringen des Sauerstoffs in die Reaktionszone
wird durch die Stephan-Stromung behindert.
Der mit steigender Intensitit des Vorgangs
zunehmende konvektive Stoff- und Wirme-
transport wirkt sich somit als ein zusétzlicher
stabilisierender und limitierender Faktor aus. Er
sorgt dafiir, dass die Intensitéit des chemischen
Vorgangs in Schranken bleibt und ihren quasi-
stationdren Charakter weiterhin beibehiilt.

Es lassen sich einige zu erwartende charak-
teristische Verdnderungen des Zustandsbildes, die
durch den konvektiven Transportmechanismus
verursacht werden, unschwer voraussagen: So
wird der Partialdruck von Sauerstoff und von
Verbrennungsprodukten in unmittelbarer Nihe
der Tropfchenoberfliche nicht mehr eine waage-
rechte Tangente, sondern ein nach innen gerich-
tetes Gefille besitzen. Die Verteilungskurve der
Reaktionsgeschwindigkeit wird sich weiter nach
aussen verlagern, - wihrend die Temperatur-
kurve eine steilere Innenflanke aufweisen wird,
um die Energieversorgung des Tropfchens,
trotz des entgegen gerichteten Enthalpiestromes,
aufrechtzuerhalten. Im grossen und ganzen
diirfte der konvektive Transport wohl gewisse
quantitative Verschiebungen, jedoch keine prin-
zipiell neuen Gesichtspunkte, insbesondere
hinsichtlich der kritischen Ziind- und Lschvor-
ginge in die Diskussion des Problems mit sich
bringen.

11. ZUSATZ: EINIGE BEMERKUNGEN ZU
DEM RECHENPROGRAMM

In Abb. 19 ist das Rechenprogramm in seinen
wesentlichen Ziigen dargestellt. Die Verar-
beitung der Grundkonstanten, der Aussenwerte
X, Y und des jeweiligen g-Parameters ist hin-
tereinander gestaffelt. Die Integration der
Differentialgleichung (39) umfasst die im Fliess-
diagramm gestrichelt eingerahmten Blécke:
das eigentliche Integrationswerk—Runge-Kutta-
Verfahren 4. Ordnung—besorgt die schrittweise
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ABB. 19. Fliessdiagramm. Grundziige des
Rechenprogramms.

Integration. Nach jedem Schritt, deren Anzahl
fiir den oberen Reaktionszustand 20 nicht unter-
schreiten sollte, tritt die sogenannte ,,analytische
Priifung’® in Aktion, die dariiber entscheidet,
ob die Integration mit dem gerade vorliegenden
g-Wert fortgesetzt oder abgebrochen werden soll.
Bejahendenfalls wird die schrittweise Integration
iiber dem gesamten Integrationsintervall durch-
gefiihrt, der Wert der Iterationsfunktion (45)
errechnet und gepriift, ob die gesuchte Nullstelle
bereits mit vorgegebener Genauigkeit ermittelt
ist. Sofern dies noch nicht der Fall ist, wird ein
neuer Wert des g-Parameters errechnet und der
Rechenvorgang ab Konnektor 3 iteriert. Die
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Bestimmung eines neuen g-Wertes wird unter
Beriicksichtigung der vorangegangenen g-Werte
und der charakteristischen Gestalt der Iterations-
funktion inter- bzw. extrapoliert. Auch bei
negativem Befund der ,,analytischen Priifung*
wird die Rechnung mit einem neuen, zweck-
missig bestimmten g-Wert iteriert. Sobald die
gesuchte Nullstelle der Iterationsfunktion mit
vorgegebener Genauigkeit ermittelt ist, wird die
Rechnung mit nunmehr richtigem g-Wert durch-
gezogen und die Iteration beendet. Alsdann wird
die Integration der Differentialgleichung (42)
durchgefiihrt und ein neuer Zyklus mit neuen
(X, Y)-Werten ab Konnektor 2 eingeleitet.

Die praktische Durchfiihrung der Rechnung
steht und fallt mit der Wirksamkeit des Iterations-
verfahrens. Wihrend im unteren Reaktions-
bereich die Iteration glatt und schnell zum Ziel
fiihrt, bereitet der obere Reaktionszustand dem
Tterationsverfahren erhebliche Schwierigkeiten,
die hauptsichlich folgenden drei Ursachen
entspringen:

1. Das ausserordentlich steile Gefille der
Iterationsfunktion in unmittelbarer Nihe der
oberen Nullstelle (vgl. Abb. 1) macht ein vor-
sichtiges Herantasten erforderlich und ist daher
recht zeitraubend.

2. Das Herantasten entlang der Iterations-
kurve wird beim Berechnen von Reaktions-
zustinden hoher Intensitit durch Recheninstabili-
titen unmoglich gemacht. Diese Instabilititen
von Ljapunow-Typ [4] dussern sich im plotz-
lichen Abreissen der y-Werte und anschliessen-
dem Uberschreiten des verfiigbaren Werte-
bereichs (10-%° bis 10%°, Zahlendarstellung in
Gleitkomma), so dass die Integration von (39)
mitten im Integrationsintervall abgebrochen
wird und die Berechnung des dazugehorigen
Wertes der Iterationsfunktion undurchfiihrbar
wird. Da die Instabilititen durch das eigen-
tlimliche Verhalten von y, z; und z, angekiindigt
werden, erfolgt nach jedem Integrations-Elemen-
tarschritt eine ,,analytische Priifung* dieser
Werte. Sobald sich die bevorstehende Instabili-
tdt bemerkbar macht, wird gepriift, ob der
momentan geltende ¢-Wert unterhalb oder
oberhalb der gesuchten Nullstelle der Iterations-
funktion liegt, was am spezifischen Verhalten der
errechneten Feldfunktion erkennbar ist. Darauf-
hin wird ein neuer geeigneter g-Wert bestimmt

und der Integrationsprozess ab Konnektor 3 von
neuem eingeleitet. Auf diese Weise ist es moglich,
die Eingabelung der Nullstelle ohne explizite
Berechnung der Iterationsfunktion sukzessive
durchzufilhren. Auch dieses Notverfahren ist
recht zeitraubend.

3. Beiden Reaktionszustdnden hoher Intensitt
treten die Instabilititen bei derart geringen
Abweichungen von dem richtigen g-Wert vor,
dass die verfiigbaren achtstelligen Mantissen der
Zahlendarstellung hiufig fiir die Eingabelung
des g-Werte nicht mehr ausreichen. In solchen
Féllen kann dass Zustandsbild nur fiir einen
Teil des Integrationsintervalls, eben bis zum
Auftreten der Instabilitit bestimmt werden.
Diese unvollstindige Ermittlung des Zustands-
bildes hat allerdings auf die Integration der
Differentialgleichung (42) keinen Einfluss, da
die ermittelten 7-8 Dezimalstellen von ¢ dort
mehr als ausreichend sind. Wir haben in dem
Abschnitt ,,Zustandsfunktion* hervorgehoben,
dass die Integration von (39) zwei verschiedene
Aspekte hat: Die Bestimmung des Zustands-
bildes und die Berechnung von g fiir Integration
von (42).

Gestiitzt auf die Einsicht, dass die Ermittlung
des Zustandsbildes gegebenenfalls mit 8 Dezimal-
stellen nicht herbeizufiihren ist*, kann man auf
den ersten Aspekt bewusst verzichten und das
Rechenprogramm ausschliesslich auf den zwei-
ten Aspekt ausrichten, indem man sich von
vornherein auf eine erforderliche Stellenzahi
bei der Bestimmung von ¢ (etwa 5 Dezimal-
stellen) beschridnkt und lediglich die Integration
von (42) vorantreibt.

Die erlduterten Schwierigkeiten, die der
Iteration des g-Parameters anhingen, lassen
erkennen, mit welchen rechen-technischen Kom-
plikationen die Losung des allgemeinen Prob-
lems bei Beriicksichtigung des konvektiven
Stoff- und Wirmetransportes belastet ist. Da in
diesem allgemeinen Fall eine Reduktion des
simultanen Gleichungssystems, wie dies mit der
Differentialgleichung (39) erfolgte, nicht moglich
ist, wiirde das Problem, nach Eliminieren der
Molarstromung w (vgl. Beziehung 15), in ein

* Man kann allerdings eine vollstindige Berechnung
des Zustandsbildes auch bei 8 Dezimalstellen erzwingen,
wenn die Werte von y, z, und z, mitten im Integrations-
intervall entsprechend korrigiert werden.
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vierdimensionales Iterationsverfahren miinden,
indem jede der vier Funktionen y, z;, z, und z;
mit einem individuellen g-Parameter verkniipft
wiire.

Das allgemeine Problem mit konvektivem
Transport diirfte einen wesentlich einfacheren
Zugang erhalten, wenn man beachtet, dass
zwischen diesem allgemeinen und dem hier dis-
kutierten Problem eine Korrespondenz besteht:
Die Losungen des allgemeinen Problems gehen
bei vorgegebenem Satz von Grundkonstanten mit
zunehmendem Wert von Y, allmihlich in die
Losungen des hier diskutierten Problems iiber.
Man kann daher im umgekehrten Verfahren die
letztgenannten LoOsungen als erste Ndherung
einer iterativen Folge von Losungen betrachten,
indem Y, von einem willkiirlich gewihlten,
hinreichend grossen Wert sukzessive auf den rich-
tigen Wert zu bei unveréndert bleibenden Grund-
konstanten variiert wird. Bei diesem Verfahren
wiirde die vierdimensionale g-Iteration entfallen,
da die Anfangsneigungen von y und z; einer vor-

hergehenden Niherungslosung auch fiir die
folgende' Niherung iibernommen werden. Das
ganze Verfahren wiirde somit auf eine ein-
dimensionale Y,-Iteration hinauslaufen.

ANERKENNUNG

Fiir die grossziigige Uberlassung der Rechenanlage und
fir das fordernde Interesse sei der Farbenfabriken
Bayer A.G. besonders gedankt. Nicht zuletzt méchte ich
auch Herrn Dr. Dettmar fiir die Erstellung des Grundpro-
gramms und Einfilhrung in die Programmiertechnik
meinen herzlichen Dank aussprechen.

LITERATUR

1. D. A. FrRaNk-KAMENETZKI, Stoff- und Wirmeiibertra-
gung in der chemischen Kinetik, (Deutsche Ausgabe)
Berlin/Géttingen/Heidelberg (1959).

2. H. Wist and G. A. AGosToN, Burning of a Liquid
Droplet, in Adv. Chem. Ser., 20.

3. E. F. Greene and J. P. Tonnies, Chemische Reak-
tionen in Stosswellen, (Deutsche Ausgabe) Darmstadt
(1959).

4. E. Kamke, Diff.Gl, Lésungsmeth. und Losungen,
Gew. Diff.-Gl., Leipzig (1942).



